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Homework Exercise 1: Computability [10 points]
A (deterministic, 1-tape-) Turing machine is called regular, if all its transitions are either

• halting (δ(q, a) = ⟨q, a,N⟩) or
• moving right and into a non-accepting state (δ(q, a) ∈ (Q \ QF) × {a} × {R} for a ∈ Σ) or

• accept at the end of the input (δ(q, ) ∈ QF × { } × {N}).
a) [6 points] Given the following total function shortest ∶ TM → N ∪ {⊥}.

shortest(M) = ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩v ifM is regular and v is the only shortest word in L(M).
⊥ otherwise.

Show that the function is computable by constructing an algorithm that computes shortest.

Nonregular-Computation

Given: A Turing machineMwith input alphabet {0, 1} and an input word x ∈ {0, 1}∗.
Question: DoesM at least once move left in the computation on x?

b) [4 points] Use the universal Turing machine U from the lecture as a subroutine to show that
Nonregular-Computation is semi-decidable.
Keep in mind, that U is specialized solely on the acceptance condition.

Hinweis: Es lässt sich sogar zeigen, dass Nonregular-Computation co-semi-entscheidbar ist.

Homework Exercise 2: Undecidability [7 points]
Disprove the decidability of the following problems.

1-Bounded-Acceptance

Given: Eine Turing-MaschineMmit Eingabealphabet {0, 1}.
Question: AkzeptiertM nicht mehr als ein Wort?



a) [3 points] Show that 1-Bounded-Acceptance is not semi-decidable, by reducing EMPTINESS
to the language BACC ∶= {w ∈ {0, 1}∗ ∣ ∣L(Mw)∣ < 2}.

Remark: EMPTINESS ∶= {w ∈ {0, 1}∗ ∣ L(Mw) = ∅} is not semi-decidable, but co-semi-decidable.
This will be further discussed on monday.

Safe-Leading

Given: Two Turing machinesM0 andM1 with input alphabet {0, 1}
and an input word x ∈ {0, 1}∗.

Question: IsM1 always in a state with equal or higher index thanM0,
if computed simultaneously on x?

b) [4 points] Show that Safe-Leading is not semi-decidable.

Exercise 3:
In der Vorlesung haben Sie gesehen, dass das Akzeptanzproblem unentscheidbar ist. Nun
wollen wir ein Problem kennenlernen, das nicht einmal semi-entscheidbar ist.

Non-Self-Acceptance

Given: Turing-MaschineMmit Eingabealphabet {0, 1}
Question: LehntM ihre eigene Kodierung ⟨M⟩ ab?

Als Sprache lässt sich das Problem wie folgt auffassen:

LNSACC = {w ∈ {0, 1}∗ ∣w kodiertMw undw /∈ L(Mw)} .
Beweisen Sie unter Verwendung einer Diagonalisierung, dass LNSACC nicht semi-entscheidbar ist:
Nehmen Sie also die Existenz einer TM M mit L(M) = LNSACC an, betrachten Sie ihre Kodierung⟨M⟩ und leiten Sie einen Widerspruch her.

Zeigen Sie, dass LNSACC co-semi-entscheidbar ist, d.h. beweisen Sie, dass das Komplementprob-
lem semi-entscheidbar ist.

Non-ε-Acceptance

Given: Turing-MaschineMmit Eingabealphabet {0, 1}
Question: LehntM die Eingabe ε ab?

Das Problem sei aufgefasst als die Sprache:

LNεACC = {w ∈ {0, 1}∗ ∣w kodiertMw und ε /∈ L(Mw)}
Zeigen Sie LNSACC ≤ LNεACC. Was können Sie daraus in Kombination mit den anderen beiden
Teilaufgaben schließen?



Exercise 4:
Das Universalitätsproblem ist das folgende Entscheidungsproblem.

Universality

Given: Turing-MaschineMmit Eingabealphabet {0, 1}
Question: AkzeptiertM alle Eingaben?

Dieses Problem lässt sich als folgende Sprache auffassen:

LUniversality = {w ∈ {0, 1}∗ ∣ L(Mw) = {0, 1}∗} .
Zeigen Sie, dass LUniversality nicht co-semi-entscheidbar ist. Betrachten Sie dazu das Komplement-
problem LUniversality = {0, 1}∗ \ LUniversality. Beschreiben Sie zunächst diese Sprache. Was bedeutet
es für die MaschineMw, wennw ∈ LUniversality gilt?

Reduzieren Sie ein Problem, von dem bekannt ist, dass es nicht semi-entscheidbar ist, auf
LUniversality.

Hinweis. Dieunsbereits bekanntenHalte- undAkzeptanzprobleme sind semi-entscheidbar, aber
nicht entscheidbar. Gemäß Theorem 3.20 im Skript sind sie also nicht co-semi-entscheidbar.

Eine akzeptierende Berechnung einer DTM A lässt sich als Wort kodieren, indem man
die Konfigurationen der Berechnung mit #-Symbolen getrennt hintereinander schreibt, also
c0#c1#c2# . . .#ck. Geben Sie an, wie man einen Entscheider B konstruiert, welcher die
Kodierung einer solchen Berechnung genau dann akzeptiert, wenn es sich nicht um eine akzep-
tierende Berechnung von A zur Eingabe ε handelt.

Hinweis. Eine Eingabe für B kann entweder keine valide Kodierung einer Berechnung, oder eine
akzeptierende, oder eine nicht-akzeptierende Berechnung sein.

Beweisen Sie, dass das Universalitätsproblem nicht semi-entscheidbar ist. Führen Sie dazu eine
Reduktion mit Hilfe der vorherigen Teilaufgabe durch.

Hinweis. Wenn eineMaschine A die Eingabe ε nicht akzeptiert, wie verhält sich dann die dazuge-
hörige Maschine B?

Exercise 5:
Zeigen Sie, dass das 1-PCP, also das PCP für Instanzen, bei denen die xi und yi Wörter über dem
unären Alphabet {1} sind, entscheidbar ist.
Es sei ∣Σ∣ ≥ 2. Das PCP≥k ist folgendes Entscheidungsproblem.



PCP≥k

Given: Eine endliche Menge von Wort-Paaren (x1, y1), . . . , (xm, ym) über Σ∗

Question: Gibt es eine endliche Sequenz von Indizes i1, . . . , in mit n ≥ k
und xi1xi2 . . . xin = yi1yi2 . . . yin?

Zeigen Sie, dass das PCP≥k unentscheidbar ist.

Es sei ∣Σ∣ ≥ 2. Das Last-PCP ist folgendes Entscheidungsproblem.

Last-PCP
Given: Eine endliche Menge von Wort-Paaren (x1, y1), . . . , (xm, ym) über Σ∗

Question: Gibt es eine endliche Sequenz von Indizes i1, . . . , in mit in = m
und xi1xi2 . . . xin = yi1yi2 . . . yin?

Zeigen Sie, dass das Last-PCP unentscheidbar ist.


