Die Signatur S bestehe aus den Operatoren: 0/ und s/; .

Jede Variablenmenge 'V liefert einen kleinsten Fixpunkt Term(S,V) der

BNF
T:=V|o]s(T

Von besonderem Interesse ist der Fall V = (); die sog. Grundterme
enthalten keine Variablen. Die Iteration nimmt dann folgende Form an:
To:=0 , Tu1:={0}Us(T,) , konkret also
T, ={o} , T ={o,s(0)} , T3 ={o,s(0),s(s(0))}... bzw.

T,={s0) : k<n} also Term(S,0) = U T,={s"(0) : ke N}
neN

was zu N isomorph ist, wobei o als 0 und s als succ interpretiert wird.

Jiirgen Koslowski (TCS, TU-BS) Einfithrung in die Logik SS 2023 1/30



Auf der Menge B = {0,1} der Wahrheitswerte existieren 8 maégliche
S -Strukturen: die beiden Konstanten ¢ € B lassen sich mit den vier
moglichen Abbildungen B —f . B kombinieren.

Die einzige Abbildung ) =V — B liefert in jedem dieser Falle einen ein-
deutigen S -Homomorphismus N &f) | B, bzw. eine Teilmenge von N:

0 succ
1 N
(Ca f>0 = id; y y <Ca f> y (Ca f>
p B ; B

Teilmenge von N

[}
{neN:n>0}
{n €N : nungerade }
0
{0}

N

{n €N : ngerade}
N

~RrrRrHROOOO|nN
ggroggro|
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Wir sprechen zumeist (iber

> Mengen und deren Elemente x € A;
> Relationen R C Ax B

A—> B

| —p

- R:{<a7 1>7<b7 1>7<C72>7<C73>}

— |

Ist A/ B ein Singleton, fasst man R als Teilmenge von B /A auf.
> Funktionen A —— B, d.h. ganze und einwertige Relationen.

Im Prinzip sind Relationen und Funktionen auch bloB Mengen. (Solch Re-
duktionismus birgt die Gefahr, konzeptionelle Unterschiede zu verwischen).
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Die zu beweisenden Aussagen sind in der Regel Aussagen liber Mengen:

> Inklusionen: A C B, definitionsgemaB gdw.
Vx.x € A= x€ B (PL) bzw. Vx e A x e B (Praxis)

> Gleichheiten: A=B gdw. AC B und BC A, s.o.

> Eigenschaften: es besteht eine bijektive Korrespondenz zwischen
Teilmengen P C A (oder A —F— 1) und ihren charakteristischen
Funktionen A —F—~ 2= {0,1} =: B (daher dasselbe Symbol P).

Manche definieren B als {false, true} . Aussagen der Form
»Alle Elemente von A haben die Eigenschaft P"/, P ist nicht leer"

kann man formal schreiben als

Vx € A. P(x) bzw. 3dx € A. P(x)
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Die erzielten Ergebnisse bezeichnet man gemaB ihrer Wichtigkeit als
> Lemma: einfache Aussage oder technische Hilfsaussage; beim Beweisen
entsprechen Lemmata(!) den Prozeduren beim Programmieren.

> Proposition: Aussage von eigenstandigem Interesse (aber nicht super
wichtig)

> Satz: wichtige Aussage, der Beweis nutzt haufig vorher bewiesene
Lemmata und Propositionen.

> Korollar: unmittelbare Folgerung aus einem Lemma/einer
Proposition/einem Satz.
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Umgang mit Vx € A. P(x). Man instantiiert die Variable x durch ein
generisches Element v von A, lber das wir sonst nichts wissen, etwa

| Sei v aus A gegeben.| (von auBen)

Gerade weil auBer v € A nichts iiber v bekannt ist, wird die folgende
Argumentationskette fiir jedes (V) Element von A gelten

|zeigen, dass P(v) gilt/

Umgang mit Jx € A. P(x). Hier missen Sie

lein konkretes v aus A angeben| (von innen)

Fir dieses eine (3) v muss man in der folgenden Argumentationskette

|zeigen, dass P(v) gilt.|

Dabei kann man alle speziellen Eigenschaften des gewahlten v ausnutzen.
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Zeigen, dass P(v) gilt:

> die Definition von P(x) einsetzen;

> kleinschrittig argumentieren, so dass jeder Schritt leicht einsichtig aus
dem vorherigen folgt.

Zeigen, aus P(v) folgt Q(v), oder P(v) — Q(v): (die Eigenschaft P
ist Teilmenge der Eigenschaft Q).

> direkt: Definition von P(v) einsetzen, kleinschrittig umformen, bis
Q(v) erreicht ist;

> indirekt, durch sog. Kontraposition: Wenn Q(v) falsch ist, darf P(v)
nicht wahr sein, also zeigt man anstelle der urspriinglichen Aussage
stattdessen = Q(v) — —=P(v).

> durch Widerspruch: Ware die Implikation falsch, misste P(v) A =Q(v)
gelten. Ausgehend von dieser Annahme und den entsprechenden
Definitionen einen Widerspruch finden (etwa 0 =1, oder a € (), oder
N ist endlich..) Dann war die Annahme falsch, die Implikation also
richtig (gilt nur klassisch, nicht intuitionistisch!).
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Zeigen, dass Aussagen A, B und C &dquivalent (<) sind: Man kann
einen Ringschluss der Form A — B und B — C und C — A verwenden.

Zeigen, dass eine Aussage A nicht gilt: Ein Gegenbeispiel angeben.

Anmerkungen
> Beweisen ist ein Handwerk, das historisch gewachsen ist, im Lauf der
Zeit verfeinert wurde, und dessen zuldssige Werkzeuge (Schlussregeln)
auf der Ubereinkunft von Mathematikern und Logikern beruhen
(Politiker und Juristen sind ausdriicklich ausgenommen).

> Mit formaler Beweistherorie werden wir uns ab Kapitel 4 befassen;
“working mathematicians” kommunizieren meist informeller wie oben,
was sich im Prinzip aber immer formalisieren lassen muss.

> Beweisen wird durch Ubung leichter.

> Beweisen schult folgerichtiges Denken und Abstraktionsvermdgen.
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Jede Formelmenge T C F[A] ist in ihrer Folge-Hiille T*< enthalten. I

Beweis.

Um I C I zu zeigen,

brauchen wir die Definition von C .

VAcTl. Ael™

Der All-Quantor motiviert den nachsten Satz.
Sei eine (generische) Formel B € I gegeben. Nachzuweisen ist B € 9.
Nun brauchen wir die Definition von <.

P ={peB": VAcT. 3(A) =1}
:{CG;[A] L Vo € BA (VA€ T.¢(A) = 1) —>¢(C)=1)}

V.
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Beweis, Fortsetzung.
Damit B € "9 gilt, muB B die definierende Bedingung erfiillen:

Vo e BA (VAeT.¢(A) =1) - ¢(B) = 1)

Der All-Quantor motiviert wieder den nachsten Satz.
Sei (ein generisches) 1 € B* gegeben.
Um eine Implikation zu zeigen, gab es drei Moglichkeiten.
Direkt: Falls VA € I.¢)(A) = 1, missen wir ¢)(B) =1 zeigen.
Jetzt ist zum ersten Mal ein eigener Schluss zu ziehen;
der bisherige Beweis war rein mechanisch.
Wegen B eI gilt nach Voraussetzung )(B) = 1.

Kontraposition: Falls /)(B) = 0, existiert wegen B € I' eine Formel in T,
die v nicht erfiillt, was linke Seite der Implikation negiert.

Durch Widerspruch: Annahme: YA € I.¢)(A) =1 und ¢(B) =0.
Wegen B € ' muss aber auch ¢(B) =1 gelten, Widerspruch.
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Fir n € N soll jede der 22" Boole'schen Funktionen durch eine Formel in

F[A] realisiert werden. Wegen — geniigt die Betrachtung von 02"
Boole'schen Funktionen, von denen keine ein Komplement einer anderen ist.

0 L und T liefern die konstanten Funktionen 0 bzw. 1.

1
pll4arF
0|/0011
1110110
2
7 Voo 3
=735 23l%a.i
plq —|§.§rrmcql—rriirrr
0|{0|f0000100111110110
0[{1|10001001011101101
1/0(0010010011011011
1/1(/0100011110111000
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Was passiert fiir n > 27 Man beachte, dass die Anzahl der Boole'schen
Funktionen sich in jedem Schritt quadradriert:

22n+1 22 2" (22) _ 22n 22n (22n>

Fir n =3 sind das 162 = 256 Boole'sche Funktionen, was eine direkte
Verifikation ausschlieBt.

Stattdessen verwenden wir natiirliche Induktion iiber die Stelligkeit der
Boole'schen Funktionen, d.h., wir nehmen an, die Behauptung sei korrekt
fur k € N und weisen sie dann fir k + 1 nach.

> Jede Spalte der systematischen Auflistung der Boole'schen Funktionen
in den Atomen p;, i < k, zerféllt in eine obere und eine untere Halfte.

> Die entsprechenden Boole'schen Funktionen in den Atomen p;, i < k
lassen sich mit Formeln F(po,...,pxk—1) bzw. G(po,...,pxk—1) reali-
sieren, in denen héchstens die Atome von py bis px_1 vorkommen.
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> Damit lasst sich die urspriingliche Boole'sche Funktion mit Hilfe des
if-then-else Junktors [_,_, _] realisieren als

[pka G(pOa Q) pk—l)a F(p()a s >pk—1)]

> Somit bleibt nachzuweisen, dass sich [_,_,_] mit Hilfe der Junktoren
aus J simulieren lasst. Ein Vergleich der Wahrheitstabellen zeigt

[p,q,rlH (p—= ) A(=p—r) (*)
> Die urspriingliche Boole'sche Funktion wird somit realisiert durch

(pk = G) A (—=pk — F) U

Aus () lasst sich auch leicht herleiten:

pAqH[p,g, L] pvaHEI[p,T,q] p—=qgHI[p,q,T] —-pHI[p, L T]
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Aussagenlogik Logik der ersten Stufe

Signatur - Fun + Pred S, N

Variablen - V={x :ieN}

Terme B Term (Fun, V)

Atome A={p :i€eN} AT := Atm (Pred + {=}, Term (Fun, V))

Junktoren g > N 3+{Vx,3x:er}Lr'>N

Formeln Fi:=A|L|T|—-F|(FxF) | Fu= AT | L | T | -F|(F%xF)| (VxF) | (3xF)
Termalgebra F[A] bzgl. ar auf A Termalgebra FO(S) bzgl. ar’” auf AT

Einfiihrung in die Logik

SS 2023
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Aussagenlogik Logik der ersten Stufe
Struktur B mit kanonischer ar-Interpretation M = (Datenbereich D, Interpretation / von S in D)
Belegung Vv 9> D sowie Term (Fun, V) g, D
AL B AT -5 B , hingt von M ab
e FlA] -8 B Fo(s) -0 B
Auswertung Term (Fun, V) X pY MI=1=), p
FlA] x B4 —E~ B FO(S) x DV —Eam = MI=I(=),
Hiillenop. ()P := EY o EP auf P(F[A]) ORL = Exy o EX4 auf P(FO(S))
Erfiller von A ¢ € B4 mit @A) =1 (M, o € MV) mit S-Struktur M und &(A) =1
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Formalisierung mathematischer Sachverhalte (2023-06-12)

Beispiel (Gerichtete Graphen)

Laut Vereinbarung sind die Datenbereiche D der S-Strukturen M nicht
leer. Das begriiBen nicht alle Mathematiker.

Fir die Theorie der nichtleeren gerichteten Graphen geniigt also die
Signatur Go = {R)»} . Trotzdem kann es sinnvoll sein, zusétzlich noch eine
Konstante zu postulieren, also G; = {c/o; R/2} zu setzen. Der Unterschied
betrifft die Anzahl der moglichen Graph-Homomorphismen: Ist 1 der Graph
mit einem Knoten und ohne Kanten, so gibt es

> n Go-Homomorphismen von 1 in jeden Graphen mit n Knoten;

> nur einen G; -Homomorphismus von 1 in jeden Graphen mit n
Knoten, da der duch ¢ ausgewahlte Knoten erhalten bleiben muB.

HA: Ist L der Graph mit einem Knoten und einer Kante (genannt Schleife
oder Loop), wieviele Gp - bzw. G; -Homomorphismen gibt es von L in
einen Graphen mit n Knoten?
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Beispiel (Gerichtete Graphen, Forsetzung)
Geben Sie eine Gp-Formel an, die genau von den Graphen erfiillt wird,

e die hochstens vier Knoten und mindestens zwei Kanten haben.

> Die Begrenzung auf hochstens vier Knoten erreicht man mit
IxJyIzIwVu(x =uVy=uVz=uVw=u)

Die Interpretationen von x, y, z und w missen nicht verschieden
sein, aber es gibt auch keine anderen Knoten.

> Verlangt man Kanten vermége R(x,y) und R(z,w), so konnen diese
evtl. auch zusammenfallen. Damit dies nicht passiert, miissen die
Interpretationen der Startknoten x und z, oder der Zielknoten y und
w verschieden sein, also —=(x=z) V =(y = w).

dx dy 3z 3w (R(X,y)/\ R(z,w) A (=(x = 2) V =(y = w))
/\Vu(xiu\/yiu\/inVWiu)>

Jiirgen Koslowski (TCS, TU-BS) Einfiihrung in die Logik SS 2023 17 / 30



Beispiel (Gerichtete Graphen, Forsetzung)
Geben Sie eine Gg-Formel an, die genau von den Graphen erfiillt wird,
e fiir die in jedem Knoten ein Pfad mit mindestens drei verschiedenen
Kanten startet.

> Ketten von drei aufeinanderfolgenden Kanten aus x erhalt man mit
Vx 3y 3z3w (R(x,y) A R(y,z) A R(z, w))

> Damit keine zwei dieser Kanten zusammenfallen, ist das Auftreten von
Schleifen der Lange 1 bzw. 2 zu kontrollieren, wobei aufgrund von
Kontraposition jeweils nur eine Formel nétig ist:

Alx,y,z,w) = ((x =y)V(z=w)) = ~(y = 2)
B(X,y,Z,W):( iz)—)ﬁ(wﬁy)

Vx dy 3z dw (R(X,y) AR(y,z) N R(z,w) ANA(x,y,z,w) A B(x,y, z, W))
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Beispiel (Arithmetik)

Die Signatur S, i, = {0/0, 1/0, +/2, */2; </2} der Arithmetik moge die
kanonische Interpretation in den natirlichen Zahlen N haben.

e Finden Sie eine Formel, die besagt, dass je zwei Zahlen ein kleinstes
gemeinsames Vielfaches haben.

> Ein gemeinsames Vielfaches 148t sich wie folgt ausdriicken:
VxVyJu3v(xxu=yxv)

> Damit die Interpretation von x x u in N das kgV ist, muss jedes
andere gemeinsame Vielfache mindestens so groB sein:

VXVyHqu(x*uiy*v
AVZVW (xxz=yxw — —=(z < u) A~(w < v)))

Beachte, dass —(z < u) in N dasselbe bedeutet wie v < z.
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Motivation: Folgendes Verfahren konstruiert zu jeder FO-Formel A eine
erfillungsiquivalente Formel A(E) ohne formales Gleichheitszeichen =, so
dass Folgendes gilt:

wenn A(E) ein abzihlbares Modell besitzt, hat auch A ein solches.

ObdA moge A in bereinigter Skolem-Normalform vorliegen.

Wir erweitern die endliche(!) Minimalsignatur Sa fir A um ein neues
2-stelliges Pradikat E/, zu einer Signatur S’y . Dann ersetzen wir in einem
ersten Schritt jedes Auftreten von = in A durch E:

A = A{= /E}

Jedes Model M = (D, ) fiir A lasst sich zu einem Model M' = (D, I} fir
A1 erweitern indem man das neue Pradikat als Gleichheit interpretiert.
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Zweiter Schritt: A; so zu einer Formel AE) 7y erweitern, dass A(E) in
einer S}, -Struktur N = (D, J) nur dann erfiillbar ist, wenn EV eine

Kongruenzrelation = auf D bzgl. Sa ist, sowohl beziiglich der Operatoren
in Funy, als auch bzgl. der Pradikate in der urspriinglichen Menge Predy .

Da S4 endlich ist, sind nur endlich viele Bedingungen zu A; hinzuzufiigen.

Gelingt das, kann man den Datenbereich eines A(E) -Models N = (D, J)
nach = faktorisieren (d.h., die Aquivalenzklassen im Datenbereich bilden)
und erhilt so eine neue S/ -Struktur N’ := N /= = (D/=,J") mit EV
als Gleichheit. Ist D abzéhlbar, so auch D/=.

J' interpretiert die Sp-Symbole, indem die J-Interpretationen auf
Reprasentanten der zu bearbeitenden Aquivalenzklassen angewendet werden.
Aufgrund der Kongruenzeigenschaften von EV ist dieses Vorgehen
unabhangig von der Wahl dieser Reprasentanten und somit wohldefiniert.
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Konstruktion von A(E): Zu A; fiigen wir per Konjunktion folgende
Bedingungen an E hinzu:
> Vx E(x,x) (E ist reflexiv);
> VxVyVz(E(x,y) A E(y,z) = E(x,z)) (E ist transitiv);
> VxVy (E(x,y) — E(y,x)) ( E ist symmetrisch);
Nun muss E als Aquivalenzrelation interpretiert werden.
Weiter soll fiir jedes f/, € Fun, in jeder Position i < n die Ersetzung eines
Arguments durch ein E -aquivalentes ein E -aquivalentes Ergebnis liefern:
> Vzo,...,Zi—1YXVyVzi1,¥,Zit1, .y Zn—1- (E(X,y) —
E(f(ZOa sy Zi—15 X5 Zit 1 - - Zn—l), f(207 -y Zi—1, Y, Zi+15 - - 7Zn—1)))
Und fir jedes P,, € Preda soll in jeder Position i < n die Ersetzung eines
Arguments durch ein E -3quivalentes die Giiltigkeit des Pradikats erhalten:
> Vzo,...,2i-1VXVyVzi_1,y,Ziy1, - . -, Zno1. (E(x, y)A
P(zo,...,2Zi—1,X,Zit1,---+2Zn—1) = P(20, -+, Zi—1, Y, Zit1, - - - , z,,,l))
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Im Film “Monty Python and the Holy Grail” von 1975 wird ,,nachgeweisen”,
dass die von Conny Booth, damalige Ehefau von John Cleese, dargestellte

Ist der hier dargestellte mittelalterliche Gebrauch von Logik korrekt?
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@ Was macht man mit Hexen? Man verbrennt sie!
@ Was sonst verbrennt man? Holz!

© Was zeichnet Holz aus? Es schwimmt.

@ Was schwimmt noch? Eine Ente.

© Implizit verwendet: Alles, was dasselbe Gewicht hat, wie etwas das
schwimmt, schwimmt ebenfalls.

@ Experimentell nachgeweisen: Connie wiegt genausoviel wie eine Ente.

@ Dabher ist Connie eine Hexe!
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Pradikate: W)y / V)1 /H;1 /S fiir Hexe / Verbrennen / Holz / Schwimmen
Operatoren: c/q fir Connie, e/ fir eine Ente, g/; fiir Gewicht

Vx. (W(x) = V(x))
Vx. (H(x) = V(x))
Vx. (H(x) = S(x))
S(e)
VxVy. (S(x) A g(x) = g(y) = S(¥))
g(c) = gle)
W(e)
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X. ( W(x) v V(x))
Vx. (=H(x) vV V(x))
(=
)

<

<

H(x) v 5(x))

VxVy. (2S(x) V ~(g(x) = g(y)) V S())
g(c) = g(e)
W(c)

000000
n

Die SchluBfolgerung
{(1),(2),(3),(4),(5),(6)} = (7)

ist aquivalent zur Unerfiillbarkeit von

E({(1).(2),(3),(4).(5).(6),~(7)}) (%)
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“W(x), V(x) ~H(x), V(x) =H(x),5(x) S(e) —S(x),~(&(x) = &(y)); S(¥) &(c) = g(e) ~W(c)

= —H(c), S(e) —H(e), 5(c) S(e)

Damit kann die leere Resolvente nicht auftreten, und (%) ist erfiillbar. Also
ist die SchuBfolgerung, Connie sei eine Hexe, aus den gegebenen Pramissen
nicht korrekt. Sie kdnnte aber natirlich trotzdem eine Hexe sein...
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