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Aufgabe 1 [12 PUNKTE]

1. [6 PUNKTE] Wandeln Sie die Formel

A= ﬁ(ﬂs — ((qu)/\r))

in eine moglichst kleine erfiillungsdquivalente KNF in Mengenschreibweise um, indem Sie
geschickt(!) eine Tseitin-Transformation einsetzen.

2. [6 PUNKTE]| Zeigen Sie mit Hilfe der graphischen Resolutionsmethode (mit Streichung von
Klauseln), bei der pro Schritt alle Resolventen mit einer bestimmten Variablen gebildet
werden, die Unerfiillbarkeit von

T={pVqVr,—q,-pVqVrVsqgVrV-osqV-r}

Verwenden Sie zwecks leichterer Korrektur die Reihenfolge ¢, r, p, s.

Lésungsvorschlag:

1. Elimination der Implikation und der fithrende Negationen liefert
AH-sA=((pVag) Ar)
Der Hauptjunktor ist A und bei —s handelt es sich bereits um eine Klausel. Insofern ist nur
=((pV q) Ar) zu behandeln. Wieder ist die fiihrende Negation zu entfernen:
B:==(pVgqg)V-r

hat eine echte binare Teilformel:
to <> pVyq
Das liefert
TSt(B) = {_'t()v _‘T}{p, q, _'tO}u {_‘p7 tO}v {_'q7 tO} € KNF

Insgesamt ist A also erfilllungsaquivalent zu

{—‘S}{—'to, —|T}{p7 q, _'t0}7 {_'p7 to}, {_'Q7 tO}

2.
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Aufgabe 2 [12 PUNKTE]

Anwendung des Davis-Putnam-Verfahrens: Wenden Sie nach Moglichkeit die Unit- oder die
Pure-Literal-Regel an, bevor sie zur Splitting-Regel greifen:

(a) [6 PUNKTE] {pAq,q—r1}ET

(b) [6 PuNKTE] Die Klauselmenge {{p,gq,t,s},{-p,—q,—r s}, {-p,—q,—r}} ist erfillbar;

wieviele Moglichkeiten gibt es, mit Davis-Putnam zum Ziel zu kommen?

Losungsvorschlag:

(a) Die Endlichkeit von T' und das Deduktionstheorem liefern

F@Ag)A(mgVr) =T
Die zugehorige NNF ergibt sich zu
F-pVogV(gA-r)Vr

Zum Nachweis der Tautologie-Eigenschaft ist der gesamte bindre Baum zu untersuchen,
ob jedes Blatt den Wert T annimmt. (Die Unit- und Pure-Literal Regeln dienen zum
Ausschlufl von garantiert nicht erfiillbaren Zweigen bei der Untersuchung der Erfiillbarkeit,
niitzen also nichts bei der Uberpriifung der Tautologie-Eigenschaft!)

—pV gV (gA-r)Vr

[p/ J—]/ \[p/ T]

T -qV(gAN-r)Vr

lg/1] / \Q/T]
T
[r/1] [r/T]
ZAN
T T

Da alle Zweige dess vollstiandigen bindren Baums(!) in T enden, handelt es sich um eine
Tautologie.

VIEL geschickter ist es allerdings, die Nicht-Erfiillbarkeit von {p A ¢,—q V r,—r} bzw. der
Konjunktion p A g A (=g V r) A —r dieser Formeln nachzuweisen. Parallele Anwendung der
Unit-Regeln fiir p, ¢ und r liefert sofort L .

Hier ist die Pure-Literal Regel sowohl fiir r wie auch fiir s und fir ¢ anwendbar. Sobald
nur noch eine Klausel iibrigbleibt, ist die Pure-Literal Regel fiir jedes vorkommende Atom
anwendbar:

{p,a,~t, s}, {=p, =q, -7, s}, {-p, ~q, =1}
[r/1]
{p,a,~t, s}

[s/T)| /T | la/T1 | 1£/L]

T
oder
{p,q,~t, s}, {=p, =g, -7, s}, {-p, ~q, =1}
[s/T]
{=p, ~q,-r}
| /11|07 11 |1/ 1)

T



oder

{p,q,—t, s}, {-p, =q, -, s}, {—p, ~q, ~r}

{p.4. 7,5}, (=P, ~a. 7. 5}, {~p. g, 1) | 12/
| /1] {~p. =g, 1.5}, {~p, ~q, v}
{=p, =4, -7, s}, {=p, =g, v} oder [s/T]
| /L1 [la/ 21| /1) {-p,~a, v}
U | /11 |ta/ 21| /1)

T

Dabei steht | fiir ,oder. Das liefert 13 Moglichkeiten. Erlaubt man die parallele Anwendung
der Pure-Literal Regeln (vergl. Blatt 4, Aufgabe 7) ergeben sich weitere Moglichkeiten:

{p,q,—t, s}, {-p, ~q, -, s}, {-p, 7q, =1}
[(r,8)/(L, T)] | [rs, t) (L, T, )] [{r, 8)/(L, L)]

T
sowie
{p, ¢, ~t, s}, {—p, ~q, -, s}, {—p, ~q, 7}
[(s:t)/(T, L)]
{—p,~q, -1}

| /21 |1a/ 41 |1/ 11
.

Das war keine gute Aufgabe :-(( Die beste Losung diirfte die maximale parallele Substitution
[(r,s,t)/{L, T, L)] sein. Dass man mit gewissen partiellen parallelen Substitutionen genauso
schnell zum Ziel kommt, ist Zufall.

Aufgabe 3 [12 PUNKTE]

Wir betrachten die Signatur S, .., = {0/0,1/0,+/2,%/2; </2} der Arithmetik und die Struktur
Q = (Q,I) mit den rationalen Zahlen als Wertebereich und der iiblichen Interpretation der
Operatoren und Préadikate.

Fiir jedes n € N setze By, :=0< a2 A(l+---+1)*2 <1 mit frelem = und definiere
———

n mal

I':={Ae€ FO(S) : A geschlossen, und =g A}U{B, : n€N}

(a) [6 PUNKTE| Zeigen Sie, dass I' erfillbar ist.

(b) [6 PUNKTE] Zeigen Sie, dass es keine Belegung o € QV gibt mit 6(G) = M[G](c) =1 fiir
alle G €', d.h., jedes Modell fiir T" ist ein Nichtstandardmodell fiir die abgeschlossenen
Formeln in T".

Lésungsvorschlag:

(a) [6 PUNKTE] Ist A C T endlich, so existiert ein maximales m € N mit B, € A. Nun
withle eine Belegung der Variablen o € Q¥ mit o(z) := (m + 1)~"!. Nun bildet ¢ alle
geschlossenen Formeln aus A trivialerweise auf 1 ab, und nach Konstruktion auch alle
Formeln der Form B,, , diein A liegen, da diese n < m und folglich (m+1)~! < (n+1)~!
erfiillen.

Da I' endlich erfiillbar ist, ist I' aufgrund des Kompaktheitszatzes der Pradikatenlogik
auch erfiillbar.



(b) [6 PUNKTE] Wir nehmen an, eine Belegung o € QY erfiillt alle Formeln in T'. Dann muf
o(x) einerseits positiv sein, andererseits aber auch kleiner als jede Zahl n=!', n € N, und
damit kleiner als jede positive rationale Zahl. Das ist unmdéglich, Widerspruch.

Aufgabe 4 [12 PUNKTE]

Zeigen Sie mit Hilfe eines Tableaus die Unerfiillbarkeit von

~(va [P(2) > P(f(@))] = Va [P(x) > P(F(f(2)))] )
Losungsvorschlag:

x = (v [P(x) > P(f(@))] =V [P(z) = P(F(f@)]) 0

0a Vz [P(z) — P(f(z))] 3
0b —Va [P(x) . P(f(f(x))] 1
16 ~{P(a) » P(f(@)] 2
2 Pla)
2 P ()
51 Pla) > PUa) 4
ey
51 P(@) = PU) 5
Sa ~P(fla) b 5 PUI(T(a) 425

Aufgabe 5 [12 PUNKTE]

(a) [6 PUNKTE] Berechnen Sie einen allgemeinsten Unifikator fiir folgende Menge an Literalen:
{Q(z,2),Q(h(y, 2), f(a)), Q(R(f (D), 2), 2)}

(b) [6 PUNKTE] Zeigen Sie {Vz 3y. L(z,y),VaVy (L(z,y) — H(x))} = Va. H(z)

Losungsvorschlag:
(a)
Klausel Klausel Klausel Modifikation
Q(z,2) Q(h(y, 2), f(a)) Q(h(f(b),2),2) {z/h(y,2)}
QMY 2), 2) Q(h(y,2), f(a)) Q(h(f(b),2),2) {y/f(b)}
Q(h(f(b),2),2) Q(h(f(b), 2), [ (a)) Q(h(f(b),2),2) {z/f(a)}
Q(h(f(b), f(a)), f(a)) Q(R(f(b), f(a)), f(a)) Q(R(f(D), f(a)), [(a))



(b) Die Behauptung ist dquivalent zur Unerfiillbarkeit von

Va 3y. L(z, y) AVuvv (L(u,v) — H(u)) A —Vz. H(z)

Umwandlung in PNF ergibt

dz Va Jy Vu Y. (L(x,y) A (L(u,v) = H(u)) A —|H(z))

Daraus resultiert z.B. die SNF

Y Vu Vo (L(x, F@) A (L(u,v) — H(u)) A ﬂH(c))

deren quantorenfreier Teil sich fiir pradikatenlogische Resolution eignet:

L(z.f(z)) =L(u.v), H(u)
N2
H =L(c,v)
{2 eHv/ f (e}
L 0

Aufgabe 6 [12 PUNKTE]

Bestimmen sie explizite hybride Ableitungen im Kalkil Iy von

1. [4 puNKTE] (A= B)—-CFB—=C
2. [8 PUNKTE] A — (B —= C)F -C — (B — —A)

—~H(c)

Losungsvorschlag:
(1)
0. A—=-B)=C Ann.
1. B Ann
2. B—A—B Ax1
3. A— B MP, 1,2
4. C MP, 3,0
5 B—=C DT, 14
(2)
1. A-B-=>C Pra.
2. [ =C Ann.
3. [ B Ann.
4. A Ann.
5. B—C MP, 4,1
6. C MP, 3,5
7. A= C DT, 46
8. (A—C)— (-C — —-A) Th5
9. -C — -A MP. 7,8
10. | A MP 2,9
1. | B—-A DT, 3-10
12. =C —= (B — —A) DT, 2-11

5



Oder alternativ, etwas geschickter:

1. A—-B—=C Pra.

2. [ —C Ann.

3. [ B Ann.

4. A Ann.

5. B—C MP, 4,1
6. C MP, 3.5
7. 1 6,2

8. -A IK 4-7
9. | B—-A DT, 3-8

H
e

-C — (B — -A4A) DT, 2-9

Aufgabe 7 [12 PUNKTE]

Wir betrachten nur endlich viele Variablen V' = {po,...,pn—1} . Eine Menge ¥ aussagenlogischer
Formen iiber V (alle Variablen stammen aus V') nennen wir folgerungsmaximal, wenn sie
erfillbar ist und fiir alle Formeln A iber V gilt: Falls A ¢ ¥, dann ist ¥ U {A} unerfillbar.

1. Zeigen Sie: Fiir n = 2 Variablen ist die Formelmenge

{po vV p1,p0 vV —p1,7w0 V p1, 10, P1}
nicht folgerungsmaximal.

2. Konstruieren Sie fiir eine Formelmenge I' iiber V' eine folgerungsmaximale Formelmenge %
mit ' C 2.

3. Zeigen oder widerlegen Sie: Jede folgerungsmaximale Formelmenge ist unendlich.

Losungsvorschlag:

1. Belegt man beide Atome mit 1, so wird auch p; A po erfiillt.

2. Bilde zunichst die Menge I'™> C BV aller Belegungen, die alle Formeln aus I' erfiillen, und
setze ¥ := I, die Menge aller Formeln in 'V, die von allen Belegungen in I erfiillt werden
(Hiillenoperator!).

3. Ist ¥ folgerungsmaximal dann gilt fiir jedes F € ¥ auch —=—F € ¥, und damit ist X
unendlich.

Aufgabe 8 [12 PUNKTE]

Wir betrachten Strukturen M = (D, Z) fur die Signatur S mit dem bindren Pradikat < und
dem unéren Funktionssymbol f.

1. Konstruieren Sie eine Formel F< , sodass M genau dann ein Modell ist, wenn <M cine
Halbordnung auf D ist.

2. Geben Sie eine unendliche Struktur M an, die Modell ist fiir



3. Geben Sie eine unendliche Struktur M an, die Modell ist von F< sowie

Fy =VaVy. (z <y — f(z) < f(y))
Fy = 3avy. (f(x) <zA(fly) <y—a< y))
Fy=32.-(f(z) < 2)

Lésungsvorschlag:

1. Reflexivitat: F, =Vz. 2 <z
Transitivitat: Fy =VaVyVz. (e <yAy<z—o 1z <z)
Antisymmetrie: F, =VaVy. (r <yAy<z—z=y).

F<=F,AF,AF,

2. Setze D := N+ {*} und verlange, dass N durch Z(<) diskret, d.h., durch =, geordnet
und * bzgl. Z(<) ein kleinstes Element ist. Dass es sich um einen Halbordnung handelt ist
klar, und der zweite Teil der Formel F ist ebenfalls klar (mit * as besonderem Element z ).

3. Die Funktion f™ soll monoton sein ( Fy ), ein kleinstes Element x mit f(z) < = (Pré-
Fixpunkt) haben ( Fj ), und mufl mindestens ein Element z haben, das kein Pra-Fixpunkt
ist ( Fy ), was insbesondere bedeutet, dass f nicht die Identitat auf D sein darf.

Beispiel: Setze
1fallsn=20

n sonst

N—f>N,n»—>{

Der kleinste Fixpunkt ist natiirlich 1.

Es gibt noch viele andere Beispiele!

Aufgabe 9 [12 PUNKTE]
Quiz:

Beantworten/Bewerten Sie die folgenden Fragen/Aussagen. Begriinden Sie Thre Antwort mit
einem kurzen Beweis oder einem Gegenbeispiel.

1. Eine aussagenlogische Formelmenge ¥ heif3t doppelt erfiillbar, falls es mindestens zwei
unterschiedliche Belegungen gibt, die ¥ erfiillen. Wenn sowohl T' als auch A jeweils doppelt
erfillbar sind, ist I' U A dann erfiillbar?

2. Gegeben sei eine pridikatenlogische Formel F' mit freien Variablen = und y, ein Term ¢
und eine Konstante c¢. Stimmen die Formeln

Flz/t]ly/c] und  Fly/c][x/t]
syntaktisch tiberein?

3. Gegeben seien zwei aussagenlogische Formelmengen ¥ und I', sodass ¥ UT nicht erfiillbar
ist. Gibt es eine Formel F', sodass ¥ = F und I' |z —F?

4. Zwei bindre Junktoren M und U mdgen fiir alle aussagenlogischen Formen A und B die
Bedingung
-AMN-B H -(AUB)

erfiillen. Behauptung: {1, -} ist genau dann eine vollstdndige Junktorenmenge, wenn dies
fir {U,—} gilt.



Losungsvorschlag:

1. Nein: wihle T' = {p} und A = {-p}. Dann sind beide Mengen doppelt erfiillbar (der Wert
einer Belegung auf ¢ # p ist beliebig), ihre Vereinigung ist aber nicht erfiillbar.

2. Nein, nur wenn die Variable y nicht im Term ¢ vorkommt.

3. Wegen der Unerfillbarkeit von X UT sind die Mengen ¥* und I'™ der Belegungen, die X
bzw. I' erfiillen, disjunkt, denn

f=(SUT) =x"NI>

Fiir jede Formel F ist B4 disjunkte Vereinigung von {F}> und {-F}>. Die Frage ist, ob
die Mengen ¥X* und I'™ durch eine Formel F' separiert werden kénnen.

Sind X% und T™ beide leer, so ist die Behauptung trivial.
Ist eine dieser Mengen nichtleer, etwa I'™, so gilt F[A] # I'"?. Wéhle ein Element H ¢ I'™7.
Nun ist T'U {H} nicht erfillbar, also ' = —-H .

Andererseits folgt aus der Unerfiillbarkeit von ¥ UT sofort ¥ UT | H ; insbesondere gibt
es dann eine endliche Teilmenge {C; : i <n} CT mit XU{C; : i <n} = H. Das
Deduktionstheorem liefert dann

E‘:Co—>01—>~“cn,1—)H|=|ﬁ/\Ci\/H:ZF

i<n
Andererseits gilt ' = C;, i <n, wegen I' = —H also

I'e= \Cin-HH-F

i<n

4. Ja, denn ANB H —(mAU-B) und AUB H (=AM -=B). Damit ist {M, -} genau dann
funktional vollstdndig, wenn dies fur {U, -} gilt.



